Esame di Stato 2019 — Matematica-Fisica
Problema 1

1
Deriviamo la funzione g(x)=(ax+b)e™™
g'(x) = [a+(ax+b)(2-20)] =~ [-2a¢* +2(a-b)x +a+20]
g'(x)=0 per 2ax’-2(a—b)x—-a-2b=0

da cui

a—b$\/(a—b)2+2a(a+2b) _ a—bx~a® —2ab+b* +24d> +4ab _a-bx (a+b)2 +2a°

xX=
2a 2a 2a

che ammette 2 soluzioni distinte Va € R — {0}

Per la condizione di passaggio si ha:

{f(2):1 {4a—2+b:1 {4a+b:3 {a
= = =

Il
—_

g(2)=1 2a+b=1 2a+b=1 b
Per cui le due funzioni diventano
f(x)= X —x—1e g(x) :(x—l)ez"_x2
2

f(x):xz—x—l

Il
|
—_

I 5
€ una parabola con vertice di coordinate V(E;—Zj

(x -1) Can

g(x)
g(x)=(x—1)e2Hz>0 = x>1

lim (x - 1) e = 0*

X—>Fo

dal punto precedente si ottiene subito, sostituendo i valori di a e b trovati,
2
g'(x) Xan (—2x2 +4x—1)

g'(x):ez"_)c2 (—2x2+4x—1):O per x:2+

2—x/§.2+x/§{
5

con g'(x)>0 per xe} 5

Si ha infine:
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g"(x) =25 (2x3 —6x" +3x+ 1) =27 (x—l)(2x2 —4x—1)

256

Con flessi di ascissa x =1, x =

2

Verifichiamo che il punto C(I;O) e centro di simmetria della funzione: applicando alla funzione y = g(x)

la trasformazione

x+x'_1
B x=2-x'
2 1 :> { — 1
y+y -0 y=-y
2
si ottiene:

_y' = (2 — x'—l)ez(z_x')_(z_x')z = yv — (xv_ 1) e2x'—x'2 =y

Per verificare la tangenza tra le due curve basta osservare che:
f(0)=-1, f'(x)=2x"-1 = [f'(0)=-1 e
g(0)=-1, g'(0)=-1

Per cui le due curve sono entrambe tangenti nel punto B alla retta di equazione y =—x—1 pertanto sono

tangenti tra di loro.

L'area della regione S e data dall’integrale definito
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dove si e usato

(x—l)ezx_xzdx =0 per la simmetria di g(x) rispetto al punto B (1, 0).

© Ly 1O

Si ha:

T (73 ) = U, Z Loone

Per verificare se le tre correnti sono concatenate a S, calcoliamo il valore assunto dalle due funzioni del

contorno per x = 5 .

per cui

P,P €S, P &S§.Nesegue cche lacircuitazione del campo magnetico lungo S, orientando la superficie nel

verso uscente dal piano xy, quindi la linea in senso antiorario, & data da F(B) = L, (i2 —il)

Per cui
<0 (i, <2,0A, uscente, oppure i, entrante)
F(E) =ty (5, —1,)4=0 i, =i, (i, =2,0 A, uscente)
>0 i, > i (i, > 2,0 A, uscente)
La corrente i3 non influisce sulla circuitazione del campo magnetico.
4

La corrente indotta nella spira & data da

~149(B) 1 d(B-S) | d4(BScoser) wBS . |
= — N S = Sinwt da cui
R dt R dt R dt R

wBS Ri 0,20Q-5,0-10° A
_9P0 -

max
4

= o= =0,05s"
R BS 1,5~10"2T-§m

l
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Problema 2

1
[a] = [t] — s (somma di grandezze omogeneee)

Isolando k nella definizione assegnata del campo magnetico, limitandosi alla sola dimensionalita, si ha:

=L (s [ s s

[2]]7]

La d.d.p. variabile determina all’interno del condensatore un campo elettrico anch’esso variabile nel tempo;
dalla IV equazione di Maxwell si ha:

do(E)

F(E’) =UEy—

1
0 (1)

Per la simmetria del sistema, trascurando gli effetti di bordo, il campo elettrico & uniforme (ma variabile nel
tempo) all’interno del condensatore, con modulo

(2)

I campo magnetico indotto ha linee di campo circolari, modulo costante ed e diretto nel piano
perpendicolare alle linee del campo elettrico (quindi in piani paralleli alle armature del condensatore); il verso

di B dipende invece dalla variazione del campo elettrico, non e pertanto deducibile dai dati forniti
(comunque non e richiesto).

Per quanto detto, per » < R si ha:

B: /’1080 d_Er

r<R (3)
2 dt

27rB = e v’ C;—E =
!

che ha la forma della funzione ‘E‘ data nel testo.
2

Inserendo nella (1) il valore assegnato di ‘B‘ si ha:

dq)(f) T(f?) 2B 27kt

° : @)
t Ho&y  Ho&y  Ho& (12 +a2)

2 / 2 2
CD(E) _ 27kr t di = 2rkr B 1 3 2kr l_ 1 )

o€, 0\/(t2+a2)3 Lo, (t2+a2); e, | a \/(t2+a2)

0

Essendo, perla (2)
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CD(E) =7r’E =1’ K si ha:
d

_d iz d 27kt ] 1 2kd | 1 1

g | @ [Pra) | mela [#ra)

(6)

La d.d.p. tra le armature del condensatore tende ad assumere, al trascorrere del tempo, un valore costante:

) 2
lim V (¢)= kd _ costante
t—>+0o0 /’lOgOa

conseguentemente anche il campo elettrico tende ad assumere un valore costante per cui non si manifestano
piu effetti indotti:

fim [B(1)=0
3
floy=——— Ff)=
(t2+a2) (t +a) 5

Segue dall'integrazione (5) che F(¢) & la primitivadi f(¢) taleche F(0)=0
t

1 1 1

AN SRR
(£ +a*) (P +a*) 0 (F+a*) @

(da notare solo il cambio disegno rispetto alla (5)).

Passando allo studio di F'(¢) si ha.
F(t) édefinita VxeR;

F(t) e pari;

lim F(f) = lim| ——— 1 |-_L
t—>xowo t—>+too '(tz 4 az) a a
F(t)=71()= S — F'(t)>0 per t<0;segue che F(t) ha massimo assoluto in (0;0).

t*+a’ ’

(P s -3 (7 +a)

' +a’ ) =3 (1 +a’ )? 2t — 4
F(t)= f'6)=— o = 5

(t ta ) (t2+a2)
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a
che si annulla per ¢ = iE\E , punti di flesso per F(¢).

In tali punti la tangente inflessionale ha pendenza

m =f(ir%\/§j=$

F(t)

4

f(t)=F'(t) edispari(derivata di una funzione pari),

positiva per t < 0 (dove F(¢) e crescente),

ha asintoto orizzontale y = 0 (corrispondentemente all’asintoto orizzontale di F'(¢);
si annulla per t =0 (massimo di F(¢));

ha due punti estremi (relativi e assoluti) in corrispondenza dei punti di flesso di F'(¢).

Il suo grafico qualitativo & pertanto il seguente:

F'(t)=f(t)

F(t)
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L’area richiesta & data da:

s=2[, f(t)di=2|F ()
V2

Infine, poiché f(l) é dispari:

[" f(tydr=0 wb>0
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QUESITI

1

p(x) € un polinomio di 2° grado, in quanto f(x) ammette asintoto orizzontale. Poiché f(x), quindi

12
p(x), siannullainOe ?, si ha:

Dalla conoscenza degli asintoti verticale si deduce d =—9, mentre dall’asintoto orizzontale segue a =35,
pertanto:

5x x—E
)= p(x) 5) 5x*—12x
x> +d x> =9 x*=9

Derivando rispetto a x si ottiene:

£ = (10X-12)(x2 _9)_2x(5x2 _lzx) _ 6(2)(,'2 _15X+18)

(x2 —9)2 (x2 —9)2

3
che si annulla per x = ) e x =06, punti di massimo e minimo relativi di f(x).

2

Tutti i termini della somma sono potenze dispari, pertanto sono concordi; ne segue che g(x,) =0 se e solo
se x,=0.
g(x) e un polinomio di grado 2019

1010

g(x) — 2x2n4 < 1010x2019

n=1

P
lim 8 _ lim L(x) = lim

X—>+0 l,lx X—>+0 1,1" xot0 @

Pyg (x)

xInl,1

L'ultimo limite puod essere calcolato applicando 2019 volte il teorema di de I'Hopital, ottenendo

2019 !
1m1ngT=".=—J%Egﬁ;1mal;=o
x40 ¥ (ln 1’ 1) x+0 @

3

Indichiamo con a gli spigoli della base quadrata, con b gli altri spigoli del parallelepipedo.
Dobbiamo minimizzare la somma s = 8a +4b con la condizione S = 2a* + 4ab = costante .

S-2a’
Ricavando b dalla seconda equazione, b = 4— , Si ottiene:
a
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A2 2 A2
s=8a+db=8q+45— 20 _Ba w572 .S
4a a a

\ S S o L S
s'= 6——2 >0 per a> g (si considerano la sole soluzioni positive), per cui si ha il minimo per a = g
a

S- 2§
Notiamo che b = \/7 \/7 quindi il parallelepipedo € un cubo.

4

Riscriviamo la condizione richiesta come:
—2 —_—2
PA =2PB

Considerando il punto generico dello spazio P(x;y;z) si ottiene

(x=2) + 37+ (z41) =2[ (x+2)" +(y=2) +(z-1) |

Sviluppando i calcoli:

X2+ +27 +12x-8y—62+13=0

che & I'equazione di una sfera di centro C(—6;4;3) e raggio r = 4\/5 (sfera di Apollonio).

Per sostituzione diretta si verifica che il punto T appartiene alla sfera.

Il piano tangente in T a S ha la direzione del vettore ﬁ, ovvero
TC=T-C=(~10;87)~(-6;4;3) = (~4;4;4) owero (L—1;-1)
(x+10)—(y—8)—(z—7):0 = x-y-z+25=0

5

Il numero dei casi possibilie N =6* =1296

a) lasomma puo assumere i valori:
4, ottenibile con la sola combinazione 1111

5, ottenibile come 2111 (4 casi in quanto il dado con la faccia 2 puo essere uno qualunque); pertanto

5
P(SSS):——3 86-107°
1296
b) Il prodotto dei numeri usciti & multiplo di 3 se e solo se almeno uno di essi € multiplo di 3, ovvero se tra
le quattro uscite figura almenoun3 oun6.
Conviene considerare I'evento contrario (non esca nessun multiplo di 3 in nessun dado), ovvero:
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4 2
la probabilita che nel singolo dado non esca un multiplo di 3 & g :g; la probabilita che non esca in

2 4
nessuno dei 4 dadi e (EJ .

Infine, la probabilita richiesta e:

—_—— 2 4 16 65
P(pmultiplo di 3)=1-P( pmultiplodi 3|=1-|—| =1-—=—=0,80
(p P ) (p P ) (3) 81 81
c) |casifavorevoli sono:

4444: 1 caso favorevole

444* dove * rappresenta una delle facce 1, 2,3: 3-4 =12 casi favorevoli

4
44%*; 3-3-(2j:54 casi favorevoli

4
QF** 3-3-3-(3} =108 casi favorevoli

Pertanto

1+12+54+108 175
1296 1296

P(max =4)= = (0,135

6

Per la legge di Faraday-Lenz, la corrente indotta si oppone alla causa che la ha generata secondo la relazione:

; 10 m? [~0,20-10° T-0
g i=-22l0 m [ - ]:0,050A:50mA
4,0-10°Q  3,0.107s

] 107 m2 [0,20-10° T—(~0,20-10° T
) =2l m [ ( — )]=0,150A=150mA
4,0-10°Q (5,0-3,0)-107s
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- 102 m? | 0-0,20-10° T
g =22l m [ _3]:0,030A=3()mA
4,0-107°Q (10,0-5,0)-107s

7
Nel sistema di laboratorio:

- 0,25m

v=—"—"=1,2510"m/s =042 ¢
2,0-107s

Nel sistema della navicella (V= 0,80 c):

v—=V  042¢-0,80c
LW (042¢)(0,80¢)
- 1_ >

c

1

y =

= -0,57c

In questo S.R. verrebbe misurato 'intervallo di tempo:

At'= y(At_Kzij :;(2,0-1095—&2060,25m) =2,2-1()’9s =2,2ns
c J1-0,80° c

e lo spostamento (negativo in quanto la navicella & pilu veloce della particella)

0,25m-0,80-3,0-10° m/s-2,0-107 s

J1-0,80

As'=y(As—VAr)= = -0,38m=-38cm

8

Indicando con v e & rispettivamente la velocita del protone e I'angolo tra velocita e campo magnetico, il
raggio dell’orbita & dato da:

mpvsin 9
eB

V=

Essendo il periodo orbitale

2rr 2xm
T=— = 2 il passo dell’elica risulta
vsin 4 eB

2wrm
P=(vcos9)T = 2 ycosd
eB

Dividendo membro a membro:

thang = 9=arctan| 27_ | = arctan 27210’50m =60,0° da cuiinfine:
P 2r P 38,1cm

,__€Br _1,602:10C-1,00-10°T-0,105m

= —_ = — - =1,16-10"m/s
m, sin 1,673-10""kg-sin 60,0°
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