Simulazione ministeriale dell’Esame di Stato 2019_3 — Matematica e Fisica
Probleman. 1
1

Il campo magnetico di un filo rettilineo infinito & espresso dalla legge di Biot-Savart

B — /’lOZ
2rr

Le linee di campo sono tangenti alla circonferenza con centro nel filo, dirette in senso antiorario per il filo
che passa per I'origine (che indicheremo come filo 1, con corrente uscente), in senso orario per il filo che
passa per D (filo 2, corrente entrante); nei punti dell’asse x entrambi i campi sono pertanto paralleli all’asse
y e rivolti verso l'alto.

§:ﬂ_oi(l+ 1 j; . B(x):K(l+Lj

2r\x d-—x x l-x

Dalla legge di Biot-Savart si ricava per la costante K
Mol
k=2 = [K]=[B][L]>T'm
2
(si assume che x sia espresso in metri, come detto nell’intestazione).

Da considerazioni di simmetria, si puo dedurre immediatamente che il minimo del campo magnetico si

1
trova nel punto medio del segmento OD, ovvero per x = E; alternativamente lo si puo dedurre

analiticamente a partire dalla funzione B(x) che esprime, in forma numerica, I'intensita campo magnetico,

il minimo si ottiene annullandone la derivata prima:

B'(x)zK%ZO = xZ%
x (1-x

Come in precedenti prove ministeriali, si evidenzia I'opportunita di utilizzare il formalismo letterale anziché
quello numerico per garantire la corretta dimensionalita delle grandezze fisiche, ovvero

1

B(x)=Ki(—+

x d-—x

j = B'(x):Kizx—_d2 = xzi
xz(d—x) 2

2

La carica risente la forza di Lorentz F =qvxB =0 in quanto i vettori velocita della carica e campo

magnetico sono paralleli; poiché il campo B e diretto verticalmente lungo la retta di equazione x :5' la

carica si muove di moto rettilineo uniforme lungo la stessa retta.
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Per lo studio del campo magnetico lungo I'asse x, notiamo preliminarmente che, per x < 0, il campo del filo 1

(riportato in blu nella figura successiva) ha la direzione —y (ovvero verso il basso), quello del filo 2 (in rosso)

ha direzione +y (verso I'alto), B(x) € ancora espresso dalla stessa funzione

B@):K(l+—LJ

x 1l-x

Infatti il primo addendo e
negativo, il secondo positivo; 1 T
0 D

B(x) indica la componente del @

campo magnetico lungo I'asse y (il B, B
cui modulo coincide con l'intensita
del campo).

Per x >1 il campo del filo 1 ha direzione +)A/ , quello del filo 2 ha direzione —)A/ , i ha pertanto
1 1 1 1
B(x)=K(——— =K| —+——
x x-1 x l-x

Ne segue che la funzione B(x)=K£—+ jz data esprime, con la convenzione di segno

x l—x x(l—x)

usuale, il campo B(x) lungo l'intero asse x.

Dall’'ultima relazione segue immediatamente che il campo non si annulla in nessun punto dell’asse x.

3

1 1 K
Rileviamo che la funzione f(x) = K(—-i- j = (1 ) , definita per x € R\ {0,1} ,& simmetrica
x(1-x

rispetto alla retta di equazione x = E;

applicando la trasformazione che esprime la simmetria assiale rispetto a tale retta, si ha infatti:

x+x'=l =1y 1 |
2 2 = { = y'=f(x')=K( +—,]=f(x)

y=y y=y' I-x" x
Si ha poi
s lpr(=te (=0

Per cui le rette di equazione x=0e x =1 sono asintoti verticali per la funzione, I'asse x e asintoto
orizzontale; derivando si ottiene
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f'(x)—K[—iz+ ! J—sz—_lz = f'(x)>0 per x>%

f'(x)>0 xe]O;l[

F””(x) non si annulla mai, per cui la curva non presenta punti di flesso

e e R e e L e S G e e e G e e e e e e e e e e

-2 0 1 3
19
_ . 1 9 1 27 . _ .
Il punto richiesto ha coordinate P E;EK e f' g = _TK' per cui la retta richiesta ha equazione
y—ng—z—7 (x—lJ = y=—£Kx+£K=2—7K(—x+l)
4 4 4 4

Intersecando tale retta con la funzione, si ottiene
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2 K
%K(—x+l):— = 27x' -54x% +27x~4=0

x(l—x)

1
Poiché questa equazione ha una radice doppia per x 25, la si puo ridurre, utilizzando I'algoritmo di

Ruffini, alla forma
1 2
(x—gj (3x—-4)=0

4 9
Per cui l'ulteriore punto di intersezione della retta con la curva ha coordinate Q(E;__K

4
4
3/4 W 1 s X 3/4 |
Jf(x)dx:Kj(—+—] a’x:K‘ln|x|—ln|1—x”l/4 =K|ln|— :K(ln3—ln—j:2]{ln3
1/4 a\X 1-x T Xllya 3

Integrale che rappresenta |'area della regione finita di piano limitata dalla curva, dall’asse x e dalle rette di

) 1 3
equazione sz e x=—

4

t t 1 1 [
.Hf(x)‘ dx:Ki(;——] a’x:K‘ln|x—l|—ln|x”2 =K

> X

x—1

X

In

=K1n(2—gj
) t

t
. . 2
lim .”f(x)‘ dx = lim Kln(Z——j =KIn2
t—>Fo 3 t—>Fo t

Valore che rappresenta I'area ella regione non limitata di piano compresa tra la curva, I'asse x e la retta di

equazione x =2 ; tale regione, pur non essendo limitata, ha estensione finita in quanto la funzione

1 1 K 1
x)=K|—+ = si annulla, per con la rapidita della funzione X)=——
/(x) (x l—xj x(1-x) P P zione /() x’
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Probleman. 2

1
f(x) = \/;(k—x) & definitaper xeR” U{O}
Sl ha:
k—3x k _ . ,
f'(x) = = f'(x) >0 per 0O<x<— per cui f(x) presenta un unico massimo nel
2/x 3
punto di coordinate F E,% E .
3 3\3

Si ha poi:
g(x) = x? (x —k) =x —kx* & definita Vx e R; segue che:

g'(x)=3x2—2kx=x(3x—2k) = g'(x)>0 perx<0ux>§k

2 4
g(x) presenta un unico minimo nel punto di coordinate G(Ek;——kz'j.

27

Entrambi i punti appartengono all’intervallo [O,k]; le uguaglianze x,=2x,. e y, :—(yF )2 sono di

immediata verifica.

La dimostrazione & analoga qualora si consideri I'equilibrio di una carica negativa (in questo caso il campo
elettrico dovrebbe essere uscente da tutti i punti della superficie).

La funzione f(x) non e derivabile in x =0 e si ha: lim f'(x) = lim k=3x

x—0* x—0* 2\/;

= +00, ovvero il suo grafico ha
come semitangente I'asse y positivo.

Essendo g'(O) =0, il grafico di tale funzione & invece tangente all’asse x, per cui i due grafici si intersecano
ortogonalmente

Le due curve si intersecano per \/;(k—x) =y’ (x—k) = \/;(x—k)(x X +1) ,oweroper x=0 e
x=k.

Perché i due grafici siano ortogonali anche in tale punto imponiamo che risulti:

f'(k).g'(k)=—l = —i-k=—l = k=1

Jik

Assumendo pertanto f(x) = \/;(1 —x) e g(x) =y’ (x—l) , tracciamo i grafici delle due funzioni
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0.4 f(x)

0.2

3

Orientando la normale alla spira nella stessa direzione del campo magnetico B, si ottiene per il flusso

@(E):Boj(f(x)—g(x))dxzBoj(\/}(l—x)—xz(x—1))dx=30j(—x3+x2—x x +x ) dx =
AR |
473 5 3

2

:BO

0
che, con i dati assegnati, risulta

c1>(1§)=l-2,0-10-2 T-m?>=7,0-10" Wb
20

Non & possibile soprassedere sullo scarso realismo di una spira di forma siffatta e dimensioni dell’ordine del
metro.
4

Per la legge di Faraday si ha:
-t 7 BO 3 —ot
t)=————2= ————(e cos(a)t)) = E?a)(cos(a)t) + sm(a)t))e

. S . . 7 B _ . S . L
All'istante inizialet =0 si ha 1(0) = 2——°a)e “ > (0, per cui la corrente inizia a circolare nella spira in senso

antiorario (supponendo che B sia uscente dal piano della pagina), in accordo alla legge di Lenz, in quanto
I'intensita del campo magnetico, e conseguentemente del flusso di campo magnetico, sta diminuendo il
campo magnetico.

La corrente si inverte quando
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cos(wt)+sin(wt)=0 = tg(wt)=-1 = wt=%7z+N7z,NeN

3
La prima inversione avviene pertanto all’istante ¢ = ZS =0,75s.

Il modulo della corrente assume valore di massimo locale (consideriamo il modulo della corrente in quanto
il verso non e significativo in questo contesto) nei punti in cui si annulla i’(t), ovvero

d . d| 7B ) ot
Ez(t):E{E?Oa)(cos(a)t)+sm(wt))e }:O =

—%%wzsin(a)t)e“’zo = sin(wt)=0 = wt=Nz, NeN

owerot=Ns, t=0,1,2s....

Poiché quando sin(a)t) =0 siha cos(a)t) =1, il modulo della corrente in tali istanti vale

per cui il valore massimo della corrente si ha all’istante iniziale
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QUESTIONARIO
Quesiton. 1

La funzione non ammette asintoti verticali se & prolungabile per continuita in x =1, condizione che comporta

[(k=1)x*+k’=3] =0 = 2k-4=0 = k=2

x=1

La funzione assume la forma

3 2
gz(x)Z—x +2x1 3:)c2-|-3x—i-3 x#1
x_

Che individua una parabola con asse parallelo all’asse y, privata del punto di coordinate (1;7)

Perché ammetta asintoto obliquo, il numeratore deve essere un polinomio di 2° grado, per cuik =1;

2
x =3
la funzione assume la forma g, (x) = n
x_
2 2
x =3 x -1-2 2
Per tracciarne il grafico, scriviamo g,(x) nella forma g,(x) = = =x+1-—
x—1 x—1 x—1

Da cui si riconoscono immediatamente I'asintoto obliquo di equazione y=x+1 e quello verticale, di

equazione x =1.

Osservando che g,(x) e una funzione razionale fratta di secondo grado, con due asintoti, il suo grafico &

quello di un’iperbole, per cui pud essere disegnata senza necessita di effettuarne uno studio completo; i due
grafici sono rappresentati nelle figure seguenti

A(1,7)
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Quesito n. 2
Sia f(x) pari, ovvero f(x)= f(—x). Siha:

SCAR=f0) L Xm0 fx=h) = f ()

f'(x) = ¥1i—)0 4 Jm ) lim _h f l(_x)
Percui f'(x) & dispari.
Analogamente, se f'(x) dispari, overo f(x)=—f(—x), si ha:

£i(x) = EIIIIS%H(X) = yn(} _f(—x—2)+f(—X) _ &11’1’(} f(—x—h)h— S(=x) _ Fiex)

Percui f'(x) & pari. Come esempio basta prendere rispettivamente le funzioni f(x)=x> = f'(x)=2x

e f(x)=x = f(x)=3x

Si ha

p'=4(1—e1”‘) x>0 ed essendo p'=4(1—e1”‘)>0 per ¢ <1 = x>1, il rettangolo di

area massima (quadrato) ha anche perimetro minimo.
Quesito n. 3

cos(x)
Essendo f(1)=0 e f‘(l):—3 :%
x

Si ha immediatamente y—f(l):f'(l)(x—l) = y:%x—%

Quesiton. 4

Con l'usuale significato dei termini, I'equazione vettoriale della retta ab puo scriversi:

r=0A+tAB che, in forma parametrica, assume la forma

x=-2+2t
riay=2t
z=1

Indicato con P(x; y;z) il generico punto di r, imponiamo che sia PC=PD , OVVero:

2

(7-2¢) +(1-2t)" +(-3)" =(3-2t) +(3-2¢)’ +(3) = 1=4
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Il punto richiesto ha coordinate P(6; 8; 1)

Quesiton. 5

Dopo 4 lanci il punteggio € 0 se sono usciti, in qualunque ordine, una volta il numero 3 e 3 volte un numero
diverso da 3; si ha pertanto:

1 (5 125

3

b) Il primo numero estratto deve essere 3 (probabilita 1/6); indicando con 3 un numero diverso da 3
(probabilita 5/6) e con * un numero qualunque (compreso 3, probabilita 1, le sequenze possibili, con le
relative probabilita, sono:

2
(Y
2
333 %% P:(lj-
6
2 2
33 po[ L] [2 ~12=i
6) L6 6

2
33333+ p{lj .

33****

1
NG
5
e

La probabilita totale & la somma delle probabilita di queste sequenze, ovvero F; (p > 0) =0,086

Quesiton. 6
La situazione e rappresentata nella figura a fianco; indicando con D C
-3nC @ 9o
+4nC
1 2 . . .
k= , con r=L— la distanza tra il centro del quadrato e i
472'80 2 V
B/ Ea
q o
vertici, con g = 1 nC la carica unitaria, con £, = k—z, E
r C
B
E,=9E,, E,=2E, E.=4E, E,=2EF, +9nC .A ‘+2nc

Dalla configurazione geometrica si ha quindi:
E,+E.=5E, (dir. 45°), E,+E,=5E, (dir.135°)

Il campo risultante e pertanto diretto in direzione verticale, verso I’alto (90°), e vale
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— ~ 52 g~ 52 g~ A
E=52E y=""24 53 N2 9 3 _(31,8V.
oY 47r80Liy 27, 2 ( " )y
2
Quesiton. 7

1 /ZeAV
La d.d.p accelera il protone ad una velocita tale che EVZ = = v=
m
P

La forza centripeta che determina il moto circolare del protone e data dalla forza di Lorentz; con la
configurazione del testo si ha:

? [2m AV : 10 Ykg-
org B:mpv:l m, _ 1 [2-1,673-10 lfig; 400 V 2,04 mT
r er r e \/Em 1,602-10°C

Quesiton. 8

— d _ d 2 _ 2
f.e.m.——Ed)(B)——E[BOI (2+sena)t)}——Boa)l cos wt
;_Jem _ Bo I’ cos wt

R R

g p=12.2_ 81 400

16 16 16 4096
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